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mit einer schlichten quasikonformen Fortsetzung. II
Im Gedenken an Professor dr. Jan Krzyż
Abstract. We study a dual analogue of the class Σ(κ) of hydrodynamical-
ly normalized schlicht conformal mappings g(z) of the exterior of the unit
circle with a 1+κ
1−κ -quasiconformal extension, namely now those (non-schlicht)
mappings g(z) for which g(z) has such a quasiconformal extension.
1. Einleitung. Wir betrachten in Fortsetzung von [8] stetige Abbildun-
gen, auch nichtschlichte, der vollen komplexen z-Ebene.
1. Es sei Σ(κ) die Klasse aller Abbildungen w = g(z) des A¨ußeren |z| > 1
des Einheitskreises mit hydrodynamischer Normierung
(1) g(z) = z +
b1
z
+
b2
z2
+ . . . ,
die stetig und quasikonform nach |z| ≤ 1 fortsetzbar sind, wobei fu¨r |z| < 1
mit einer Konstanten κ, 0 ≤ κ < 1, gilt
(2) |gz| ≤ κ|gz|,
d.h., g(z) erfu¨lle eine Beltramigleichung mit einem Beltramikoeffizienten
ν(z), fu¨r den |ν(z)| ≤ κ < 1 und die hierbei u¨blichen Voraussetzungen
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gelten. (Bekanntlich sind diese Abbildungen g(z) von selbst stets schlicht in
der ganzen z-Ebene; Σ(0) entha¨lt nur die Identita¨t.) Natu¨rlich gilt
Σ(κ1) ⊂ Σ(κ2) fu¨r κ1 < κ2.
2. Es sei Σ(1−) die Gesamtheit der Grenzfunktionen, die fu¨r |z| > 1 bei
gleichma¨ßiger Konvergenz von Funktionen aus
⋃
0≤κ<1 Σ(κ) entstehen (d.h.,
bei gleichma¨ßiger Konvergenz der jeweiligen Funktionen g(z)− z fu¨r |z| ≥ r
bei jedem festen r > 1). Bekanntlich ist Σ(1−) mit der Abbildungsklasse Σ
identisch. Das sind die nur fu¨r |z| > 1 betrachteten schlichten konformen
Abbildungen der Form (1). (Alle Abbildungen aus Σ(1−) geho¨ren na¨mlich
zu Σ, und jede Abbildung g(z) aus Σ la¨ßt sich durch Abbildungen aus⋃
Σ(κ) beliebig approximieren, indem man 1rg(rz) mit r > 1 und r → 1 be-
trachtet.) Natu¨rlich ist
⋃
0≤κ<1 Σ(κ) eine (echte) Teilmenge von Σ = Σ(1−).
3. Es sei Σ˜(κ) die Klasse aller analytischen Abbildungen g(z) des A¨ußeren
|z| > 1 des Einheitskreises mit hydrodynamischer Normierung (1), die stetig
nach |z| ≤ 1 fortsetzbar sind, wobei fu¨r |z| < 1 mit der Konstanten κ > 1
gilt
(3) |gz| ≥ κ|gz|,
d.h., g(z) erfu¨lle eine Beltramigleichung mit einem Beltramikoeffizienten
ν(z), fu¨r den |ν(z)| ≤ 1κ < 1 und die u¨blichen Voraussetzungen gelten. Die
Abbildungen g(z) sind zwangsla¨ufig nicht schlicht in der ganzen z-Ebene.
Beim Bilde von |z| = 1 erfolgt - anschaulich gesprochen - ein “Umkrempeln”.
Wir betrachten in dieser Mitteilung bei κ > 1 vornehmlich die Teilklasse
Σ˜s(κ). Das seien diejenigen Abbildungen g(z) aus Σ˜(κ), fu¨r die |z| < 1
durch g(z) schlicht und κ+1κ−1 -quasikonform (und also orientierungserhaltend)
abgebildet wird. Als Beispiel vergleiche man (6).
Wir haben hier natu¨rlich
Σ˜(κ1) ⊃ Σ˜(κ2) und Σ˜s(κ1) ⊃ Σ˜s(κ2) fu¨r κ1 < κ2.
Die Klasse Σ˜(∞) wa¨re sinngema¨ß aufzufassen als Klasse der Funktionen
g(z), die fu¨r alle z stetig sind, fu¨r |z| > 1 analytisch bis auf den einfachen Pol
in z =∞ mit hydrodynamischer Normierung (1), wa¨hrend g(z) fu¨r |z| < 1
analytisch ist. Diese Klasse ist leer, da die fu¨r |z| > 1 analytische Funktion
g(1/z) la¨ngs |z| = 1 mit g(z) u¨bereinstimmen mu¨ßte, also auch fu¨r |z| > 1,
was nicht angeht wegen des Poles in z =∞.
4. Es sei Σ˜(1+) die Gesamtheit der Grenzfunktionen, die fu¨r |z| > 1 bei
gleichma¨ßiger Konvergenz von Funktionen aus
⋃
1<κ Σ˜(κ) entstehen.
Die Klasse Σ˜(κ) bzw. Σ˜s(κ) erscheint in vieler Hinsicht dual zur Klas-
se Σ(κ). Fu¨r die Abbildungen (1) der Klasse Σ(κ) gilt der sogenannte
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Fla¨chensatz [7], [10], [11]
(4)
∞∑
k=1
k|bk|2 ≤ κ2 (0 < κ < 1).
Es gibt verschiedene hierzu verwandte Fla¨chensa¨tze, auch fu¨r mehrfach zu-
sammenha¨ngende Gebiete: [1–6].
Fu¨r die Abbildungen der Klasse Σ˜s(κ) gilt dagegen
(5)
∞∑
k=1
k|bk|2 ≥ κ2 (1 < κ).
Das Gleichheitszeichen steht genau fu¨r die Abbildungen (6) (mit p = κ).
Ungleichung (5) wurde in [8] fu¨r die Klasse Σ˜s(κ) bemerkt (in [2], [3] fu¨r
mehrfach zusammenha¨ngende Gebiete verallgemeinert). Man kann (5) fu¨r
die gro¨ßere Klasse Σ˜(κ) verallgemeinern und hierzu den an [10] gelehn-
ten Beweis u¨bertragen. Allerdings kann dann die unendliche Reihe in (5)
divergieren, so daß (5) gegenstandslos wird. Das wurde in [4] bemerkt.
(Dieses Pha¨nomen der mo¨glichen Divergenz der Reihe in (5) kann in der
Teilklasse Σ˜s(κ) nicht auftreten wegen des Zusammenhanges mit einem
Fla¨cheninhalt.)
Unten werden wir u.a. in Erga¨nzung von (5) allgemeine Koeffizienten-Un-
gleichungen vom Grunskyschen Typ fu¨r die Klasse Σ˜s(κ) herleiten.
Ein entscheidender Unterschied zwischen den Klassen Σ(κ) und Σ˜(κ)
besteht im Folgenden. Bei Vorgabe eines Beltrami-Koeffizienten ν(z) mit
|ν(z)| ≤ κ < 1 existiert bekanntlich immer genau eine zugeho¨rige Abbil-
dung g(z) ∈ Σ(κ). Das Analoge fu¨r die Klasse Σ˜(κ) ist nicht immer richtig;
vgl. [9]. Eine einfache Charakterisierung der Beltrami-Koeffizienten ν(z), fu¨r
die ein g(z) ∈ Σ˜(κ) oder gar ein g(z) ∈ Σ˜s(κ) existiert, so daß g(z) diesen
Beltrami-Koeffizienten besitzt, steht noch aus. Immerhin gibt es zu diesem
Problem eine a¨quivalente funktionentheoretische Randwertaufgabe [9].
2. Σ˜(1+) entha¨lt die Klasse Σ. Diese Aussage der U¨berschrift ist ein
gewisses Gegenstu¨ck zur oben bemerkten Aussage Σ = Σ(1−).
Wir beweisen sogar den
Satz 1. Jede Abbildung g(z) der Klasse Σ la¨ßt sich beliebig durch Abbildun-
gen aus
⋃
1<κ Σ˜s(κ) (nur fu¨r |z| > 1 betrachtet) approximieren (wieder im
Sinne gleichma¨ßiger Konvergenz).
Beweis. Zuna¨chst gilt dies bei denjenigen Abbildungen g(z) ∈ Σ, bei denen
aus |z| = 1 ein abgeschlossener analytischer Schlitz entsteht. Denn solche
Abbildungen lassen sich analytisch fortsetzen nach |z| > r mit einem r < 1,
wobei auch der Ring r ≤ |z| < 1, insbesondere |z| = r, schlicht abgebildet
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wird. In die Kreisscheibe |z| ≤ r la¨ßt sich demnach noch eine schlichte qua-
sikonforme Abbildung als stetige Fortsetzung “einspannen”, so daß wir die
gewu¨nschten Approximationen in der Gestalt 1rg(rz) erhalten, mit anschlie-
ßendem Grenzu¨bergang r → 1.
Hat man nun eine beliebige Abbildung g(z) der Klasse Σ, so la¨ßt sich
diese bekanntlich durch solche Schlitzabbildungen der betrachteten Art be-
liebig approximieren, eine a¨hnliche Prozedur wie bei der urspru¨nglichen Be-
handlung der Theorie der Lo¨wnerschen Differentialgleichung. Als analyti-
sche Schlitze fungieren z.B. die Bilder von Kreisbo¨gen |z| = 1 + , | arg z| <
2pi −  ( klein). 
3. Beispiel. Zur Illustrierung dieser Klassen betrachtet man als Beispiel
zweckma¨ßig die Abbildung
(6) g(z) =
{
z + pe2iθ 1z fu¨r |z| ≥ 1,
z + pe2iθ z fu¨r |z| ≤ 1 .
Bei 0 < p < 1 gilt g(z) ∈ Σ(κ) fu¨r alle κ mit p ≤ κ < 1. Bei p > 1 ist
g(z) ∈ Σ˜(κ), sogar g(z) ∈ Σ˜s(κ), fu¨r alle κ mit 1 < κ ≤ p. Bei p = 1 liefert
g(z) eine Abbildung, die in Σ(1−) und Σ˜(1+) liegt.
Man u¨bersieht klar die Abha¨ngigkeit der Abbildungen vom Parameter p.
Wenn p von 0 bis 1 variiert, nimmt bei den schlichten Abbildungen g(z)
die (konstante) Dilatation in |z| < 1 zu und strebt nach ∞. Sie sinkt dann
nach dem Wert p = 1 bis auf den Wert 1 (der im Grenzfalle p→∞ wieder
Konformita¨t entspra¨che). Also: Bei p > 1 kommt die Abbildung fu¨r |z| < 1
fu¨r p→∞ der (indirekten) Konformita¨t immer na¨her. Ab p = 1 erfolgt ein
“Umkrempeln” la¨ngs des Bildes von |z| = 1. Fu¨r p > 1 liegt beim Bilde von
|z| = 1 eine Falte (Kante) vor. Oder: Das Bild der z-Ebene ist im Sinne von
P. Koebe ein Faltfla¨chenstu¨ck (jedenfalls keine Riemannsche Fla¨che). Diese
einfache Konfiguration hat man allerdings nicht immer bei den Abbildungen
der Klasse Σ˜(κ) - vgl. [9].
Ein Beispiel einer Funktion g(z) ∈ Σ˜(κ), die nicht zu Σ˜s(κ) geho¨rt, findet
man unten.
4. Koeffizientenbedingungen vom Grunskyschen Typ in der Klas-
se Σ˜s(κ). Wir folgen hier den U¨berlegungen (und weitgehend den Bezeich-
nungen) in [11], S. 56 ff. und S 290/291, mit geeigneten Modifizierungen.
Sei also g(z) eine Abbildung von Σ˜s(κ), wie in (1) normiert. Da nur die
Entwicklung um ζ =∞ benutzt wird, ko¨nnen auch wieder wie in der Klasse
Σ bzw Σ(κ) die Faberschen Polynome φn(w) definiert werden durch
(7) log
g(ζ)− w
ζ
= −
∞∑
n=1
1
n
φn(w)ζ
−n fu¨r w ∈ C, |ζ| groß.
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Die Grunsky-Koeffizienten bkl werden wieder definiert durch
(8) log
g(z)− g(ζ)
z − ζ = −
∞∑
k,l=1
bklz
−kζ−l, |z|, |ζ| groß,
wobei diese Entwicklung freilich nicht im ganzen A¨ußeren des Einheitskreises
mo¨glich ist, da g(z) dort nicht schlicht ist. Aus (7) folgt andererseits
(9) log
g(z)− g(ζ)
z − ζ = −
∞∑
k=1
1
k
[φk(g(z))− zk]ζ−k,
so daß durch Vergleich mit (8) fließt
(10) φk(g(z)) = zk + k
∞∑
l=1
bklz
−l,
zuna¨chst fu¨r große |z|, dann aber allgemein fu¨r |z| > 1, da dort die linke
Seite analytisch ist fu¨r z 6=∞.
Setzen wir nun mit komplexen Parametern λk das Polynom
(11) h(w) =
m∑
k=1
λk
k
φk(w)
an, ergibt sich
(12) h(g(z)) =
m∑
k=1
λk
k
zk +
∞∑
k=1
dkz
−k, dk =
m∑
l=1
bklλl, fu¨r |z| > 1.
Es wird weiter wie in [11], S.60, bei Integration u¨ber den positiv orientierten
Einheitskreis |z| = 1, bei Betrachtung der Funktion h(g(z)) im A¨ußeren des
Einheitskreises,
(13)
1
2pii
∫
hdh =
m∑
k=1
|λk|2
k
−
∞∑
k=1
k|dk|2 .
Andererseits ergibt sich bei Betrachtung der Funktion h(g(z)) im Inneren
des Einheitskreises
(14)
1
2pii
∫
hdh =
1
pi
∫∫
|z|<1
(|hz|2 − |hz|2) dxdy.
Mit
(15) s(z) = Re h(g(z)) =
1
2
(h+ h)
errechnet man wegen κ|hz| ≤ |hz| fu¨r |z| < 1
(16) 4|sz|2 = |hz + hz|2 ≤ (|hz|+ |hz)2 ≤ κ+ 1
κ− 1(|hz|
2 − |hz|2),
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damit nach (14)
(17)
1
2pii
∫
hdh ≤ − 4
pi
κ− 1
κ+ 1
∫∫
|z|<1
|sz|2dxdy.
(Man beachte, daß wir jetzt hier gegenu¨ber dem klassischen Falle [11] das
andere Vorzeichen bekommen.) Nun betrachten wir noch wie in [11] fu¨r
|z| < 1 die Funktion
(18)
ψ(z) = h
(
g
(
1
z
))
−
m∑
k=1
λk
k
z−k +
m∑
k=1
λk
k
zk
=
m∑
k=1
(
dk +
λk
k
)
zk +
∞∑
k=m+1
dkz
k,
wobei u(z) = Re ψ(z) fu¨r |z| < 1 harmonisch ist und auf |z| = 1 gleiche
Randwerte wie s(z) besitzt. Das Dirichletsche Prinzip (vgl. [11], S. 289)
liefert also
(19)
4
∫∫
|z|<1
|sz|2dxdy ≥ 4
∫∫
|z|<1
|uz|2dxdy =
∫∫
|z|<1
|ψ′(z)|2dxdy
= pi
m∑
k=1
k
∣∣∣∣dk + λkk
∣∣∣∣2 + pi ∞∑
k=m+1
k|dk|2
= pi
∞∑
k=1
k|dk|2 + 2pi Re
m∑
k=1
dkλk + pi
m∑
k=1
|λk|2
k
.
Daneben zeitigen (13) und (17)
(20) 4
∫∫
|z|<1
|sz|2dxdy ≤ piκ+ 1
κ− 1
( ∞∑
k=1
k|dk|2 −
m∑
k=1
|λk|2
k
)
,
dies und (19) schließlich
(21) (κ− 1) Re
m∑
k=1
dkλk + κ
m∑
k=1
|λk|2
k
≤
∞∑
k=1
k|dk|2.
Somit gilt, da die λk beliebig wa¨hlbar sind, der folgende Satz.
Satz 2. Fu¨r die Abbildungen g(z) der Klasse Σ˜s(κ) gilt fu¨r alle Systeme
komplexer Zahlen λk fu¨r die Grunsky-Koeffizienten bkl
(22) (κ− 1)
∣∣∣∣∣∣
m∑
k,l=1
bklλkλl
∣∣∣∣∣∣+ κ
m∑
k=1
|λk|2
k
≤
∞∑
k=1
k
∣∣∣∣∣
m∑
l=1
bklλl
∣∣∣∣∣
2
.
Eine Klasse nichtschlichter konformer Abbildungen... 59
Die bei m = 1, λ1 = 1, λk = 0 fu¨r k ≥ 2, entstehende Ungleichung
(23) (κ− 1)|b1|+ κ ≤
∞∑
k=1
k|bk|2
liefert gegenu¨ber dem Fla¨chensatz (5) nichts Neues (analog wie bei Σ(κ)),
na¨mlich sowohl nicht fu¨r |b1| ≤ κ (da dann (κ − 1)|b1| + κ ≤ κ2), als auch
nicht fu¨r |b1| ≥ κ, da dann
(κ− 1)|b1|+ κ ≤ |b1|2 ≤
∞∑
k=1
k|bk|2.
Bemerkungen. 1. Eine zu (22) a¨hnliche Ungleichung fu¨r die Klasse Σ(κ)
(mit 0 < κ < 1) ergibt die Herleitung in [11], S. 291, wenn man diese in der
6. Zeile von oben stoppt. Dann haben wir na¨mlich eine Ungleichung, die aus
(22) bei Ersetzung von ≤ durch ≥ entsteht (und hieraus folgen in [11], S.
291, die Grunskyschen Koeffizientenbedingungen fu¨r die Klasse Σ(κ)).
2. Zur Frage des Gleichheitszeichens in (22): Zwar kann man (analog wie
in der Klasse Σ(κ)) aus der Annahme des Gleichheitszeichens in (22) Be-
dingungen fu¨r die betreffenden Abbildungen g(z) herleiten, aber es bleibt
die Frage, ob diese Bedingungen wirklich von konkreten Abbildungen in der
Klasse Σ˜s(κ) (mit 1 < κs) erfu¨llt werden. In der Klasse Σ(κ) (mit 0 < κ < 1)
kann man dieses Problem bekanntlich dadurch umgehen, daß man das be-
treffende Extremalproblem mit einer Variationsmethode studiert. Aus Kom-
paktheitsgru¨nden besitzt dann das Extremalproblem Lo¨sungen, und die be-
treffenden Abbildungen mu¨ssen gewisse notwendige Bedingungen erfu¨llen,
die ebenfalls zur (22) entsprechenden Ungleichung in der Klasse Σ(κ) mit
0 < κ < 1 fu¨hren. So konnte in [7] die entsprechende scharfe Ungleichung
gewonnen werden. Diese Methode versagt hier leider vollsta¨ndig, da in der
Klasse Σ˜s(κ) (noch) keine analogen Variationsmethoden zur Verfu¨gung ste-
hen. Damit bleibt hier offen, ob in (22) das Gleichheitszeichen wirklich ste-
hen kann.
3. Ungleichung (22) kann man auch fu¨r die gro¨ßere Klasse Σ˜(κ) herlei-
ten, muß aber in Kauf nehmen, daß die unendliche Reihe in (22) gar nicht
konvergiert (vgl. schon den genannten Spezialfall m = 1), was das Resultat
wie beim Fla¨chensatz (5) gegenstandslos macht.
5. Zu Einzelkoeffizienten. Es scheint, daß - im Gegensatz zur Klasse
Σ(κ) - in der Klasse Σ˜s(κ) Abscha¨tzungen fu¨r Einzelkoeffizienten bk (und
auch Abscha¨tzungen fu¨r das eigentliche Grunskysche Funktional entspre-
chend der ersten Summe in (22)) nicht mo¨glich sind. (Analogie: Fu¨r die
Punkte des Inneren der Einheitskugel im z.B. 3-dimensionalen euklidischen
Raum gelten natu¨rlich Abscha¨tzungen fu¨r die 3 Koordinaten, nicht aber
fu¨r die Punkte des A¨ußeren.) Erhellend zu dieser Frage ist immerhin die
Betrachtung der folgenden Beispiele.
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1. Bei den Abbildungen g(z) der Klasse Σ˜(κ) ist zumindest fu¨r 1 < κ < 3
das Verschwinden des Koeffizienten b1 in (1) mo¨glich. Das zeigen bei hin-
reichend großen p die Abbildungen
(24) g(z) =
{
z + p
z2
fu¨r |z| ≥ 1,
z + p z |z|z fu¨r |z| ≤ 1 .
Man errechnet na¨mlich wegen |z| = √zz
gz = 1− p 1
2
z3/2z−3/2, gz = p
3
2
z1/2
z1/2
,
so daß (3) erfu¨llt ist, also g(z) ∈ Σ˜(κ) gilt, falls
(25) κ
(
1 +
1
2
p
)
≤ 3
2
p
ist. Das ist tatsa¨chlich zu festem κ < 3 gewa¨hrleistet fu¨r alle hinreichend
großen p.
Diese Abbildungen (24) sind allerdings fu¨r hinreichend große p nicht
schlicht fu¨r |z| < 1. Man vgl. z.B. die Abbildung auf den Kreisen |z| = r.
Fu¨r z = reiϕ gilt na¨mlich
g(z) = r
(
eiϕ + p e−2iϕ
)
.
Offen bleibt die Frage, ob auch b1 = 0 mo¨glich ist bei einer Abbildung
g(z) der Klasse Σ˜(κ) bei κ ≥ 3. Und es bleibt offen, ob es solche Abbildungen
g(z) gibt, die sogar fu¨r |z < 1 schlicht sind, also zur Klasse Σ˜s(κ) geho¨ren.
In diesem Zusammenhange eine Berichtigung zu [8]: Die dort auf S. 262
angegebene Funktion
√
w∗(z2) ist untauglich, um zu zeigen, daß a1 = 0
(entsprechend b1 = 0 in vorliegender Mitteilung) sein kann, z.B. weil diese
Funktion in Umgebung der 4 Stellen 4
√−p (fu¨r p > 1) gar nicht eindeutig
ist, da w∗(z2) dort Nullstellen erster Ordnung besitzt.
2. Die Abbildungen (24) zeigen, daß |b1| in der Klasse Σ˜(κ) fu¨r jedes κ > 1
beliebig groß werden kann. Ferner zeigt (24), daß hier auch |b2| zumindest
fu¨r 1 < κ < 3 beliebig groß werden kann. Allgemein zeigt bei n ≥ 2 die
Abbildung
(26) g(z) =
z +
p
zn fu¨r |z| ≥ 1,
z + p z
( |z|
z
)n−1
fu¨r |z| ≤ 1,
daß |bn| zumindest fu¨r
1 < κ <
n+ 1
n− 1
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beliebig groß werden kann. Denn fu¨r (26) ist (3) erfu¨llt bei
κ
(
1 + p
n− 1
2
)
≤ pn+ 1
2
.
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